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TD3 : Séries entières? ? ? Séries de Fourier

Exercice 1 :

Déterminer le rayon de convergence des séries entières
∑

anx
n suivantes :

an = lnn, an = (lnn)n, an = (
√
n)n, an = en

1
3 , an = arcsin

(
n+1

1+n
√
2

)
− π

4
.

Exercice 2 :

Déterminer suivant les valeurs de a, b ∈ R?
+ le rayon de convergence de la série entière

∑ an

1 + bn
xn.

Exercice 3 :

1. Déterminer le rayon de convergence R des séries entières réelles
∑
n≥0

anx
n suivantes

et calculer leurs sommes sur ]−R,R[:

an = n, an = n(n− 1), an = n2.

2. Déduire les sommes suivantes :

∞∑
n=0

n

2n
,

∞∑
n=0

n2

2n
,

∞∑
n=0

n2 − 3n+ 2

2n
.

Exercice 4 :

Calculer le développement en série entière en zéro des fonctions suivantes :

f(x) =
1

(x− 1)(x− 2)
, g(x) = ln(x2 − 5x+ 6), h(x) =

∫ x

0

cos(t2)dt.

Exercice 5 :

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x ∈ [−R,R], la somme

∞∑
n=1

xn

n(n+ 1)
.

Exercice 6 :

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x ∈ [−R,R], la somme

∞∑
n=0

(−1)n x2n

4n2 − 1
.
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Exercice 7 :

Déterminer le rayon de convergence R et calculer pour tout x ∈ [−R,R], la somme
∞∑
n=1

x2n+2

n(n+ 1)(2n+ 1)

Exercice 8 :

Soit f la fonction dé�nie sur ]− 1, 1[ par f(x) = (1 + x)α où α est un réel non entier
naturel.
1. Véri�er que f est une solution de l'équation di�érentielle avec condition initiale
suivante : 

(1 + x)y′ − αy = 0,

y(0) = 1.

2. Retrouver le développement en série entière de f ainsi que son rayon de convergence.

Exercice 9 :

Soit f : R −→ R la fonction 2π-périodique, impaire, telle que

f(x) =


1, si x ∈]0, π[

0 = si x = π.

1. Calculer les coe�cients de Fourier de f.
2. Étudier la convergence simple et uniforme de la série de Fourier de f.
3. En déduire les valeurs des sommes :

∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
,

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
,

∞∑
n=1

1

n2
,

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
,

Exercice 10 :

Soit f : R −→ R la fonction 2π-périodique, telle que f(x) = ex pour tout x ∈]−π, π].
1. Calculer les coe�cients de Fourier de f.
2. Étudier la convergence simple et uniforme de la série de Fourier de f.
3. En déduire les valeurs des sommes :

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + 1
,

∞∑
n=1

1

n2 + 1
.

Exercice 11 :

Soit f : R −→ R la fonction 2π-périodique dé�nie par

f(x) = (x− π)2, x ∈ [0, 2π[.

1. Calculer les coe�cients de Fourier de f.
2. Étudier la convergence simple et uniforme de la série de Fourier de f.
3. En déduire les valeurs des sommes :

∞∑
n=1

(−1)n

n2
,

∞∑
n=1

1

n2
.
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