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TD2 :Suites et séries de fonctions

Exercice 1 :

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme des suites de fonctions sui-

vantes :

1. fn : [1,+∞[−→ R, x −→ fn(x) =
x

n(1 + xn)
, ∀n ∈ N?.

2. fn : [0, 1] −→ R, x −→ fn(x) =
1− n2x2

(1 + n2x2)2
, ∀n ∈ N.

3. fn : [−1, 1] −→ R, x −→ fn(x) =
x

1 + n2x2
, ∀n ∈ N.

Exercice 2 :

On dé�nit sur [0, 1] la suite de fonctions (fn) par

fn(x) = n2xn(1− xn), ∀n ∈ N?

1. Etudier la convergence simple de la suite (fn) sur [0, 1].

2. Comparer lim
n−→+∞

∫ 1

0

fn(x)dx et

∫ 1

0

lim
n−→+∞

fn(x)dx. Que peut-on conclure ?

3. Y-a-il une partie de [0, 1] sur laquelle il y'a convergence uniforme ?

Exercice 3 :

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la série de fonctions sui-

vantes :

fn : R −→ R, x −→ fn(x) = (−1)n e
−nx2

n2 + 1
.

Exercice 4 :

Soient a > 0, n ≥ 0 et x ≥ 0. On pose fn(x) = xae−nx.
1. Calculer la somme de la série de terme général fn(x).
2. Montrer que l'on a convergence normale si a > 1.
3. Montrer que l'on n'a pas convergence uniforme si a ≤ 1.
4. Montrer que l'on a convergence uniforme sur tout intervalle [s,+∞[, où s > 0.

Exercice 5 :

Montrer que la série de terme général dé�ni par u0(x) = 0 et

un(x) =
sin(n2x)

n2
pour n ≥ 1

est uniformément convergente sur R. Que peut-on dire de la série de terme général

u′n(x)?
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Exercice 6 :

Soient α, a, b des nombres réels tels que α > 0 et 0 < a < b. Montrer que la série de

terme général dé�ni par u0 = 0 et

un(x) =
x

nα(1 + nx2)
si n ≥ 1

est uniformément convergente sur le segment [a, b].

Exercice 7 :

Pour tout réel x on pose : un(x) = −2n2xe−n
2x2 .

1. Montrer que la série de terme général vn(x) = un(x)−un+1(x). converge et calculer

la somme S(x) =
+∞∑
n=1

vn(x).

2. Soit a > 0. Montrer que la série de terme général

wn =

∫ a

0

vn(t)dt

converge et calculer sa somme.

3. Calculer

∫ a

0

S(t)dt.

4. En déduire que la série de terme général un − un+1 ne converge pas uniformément

sur [0, a].
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